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Rownowaga statyczna oznacza brak ruchu,
rownowaga dynamiczna oznacza ruch bez przyspieszenia,

okreslmy warunki rownowagi statycznej ruchu postepowego i
rownowagi statycznej ruchu obrotowego, aby opisac sytuacje
typowe dla kazdego rodzaju konstrukcji technicznych.

Wiasciwosci sprezyste materiatow sg szczegolnie wazne w
zastosowaniach technicznych, takze w bioinzynierii.



Rownowaga statyczna 1 sprezystosc

Mowimy, ze ciato sztywne jest w rownowadze (ang. equilibrium),
kiedy zarowno jego liniowe jak i kgtowe przyspieszenie wynoszg
zero wzgledem inercjalnego uktadu odniesienia,

ciato w rownowadze moze sie poruszac, ale tylko pod warunkiem,
ze jego predkosc liniowa i predkosc¢ kgtowa sg state.

Bryta sztywna jest w rownowadze statycznej kiedy jest w
spoczynku w naszym ukfadzie odniesienia.

Rozrdznienie stanu spoczynku i stanu ruchu jednostajnego jest
sztuczne — obiekt moze spoczywac w naszym uktadzie
odniesienia, ale obserwatorowi, w innym ukfadzie odniesienia, ten
sam przedmiot wydaje sie znajdowac¢ w ruchu jednostajnym.

Poniewaz ruch jest wzgledny, to co pozostaje w rownowadze
statycznej dla nas jest w rownowadze dynamicznej dla
obserwatora w ruchu (i na odwrot).

Poniewaz prawa fizyki sg identyczne dla wszystkich inercjalnych
uktaddw odniesienia, to w takim uktadzie nie ma rozroznienia
rownowagi statycznej i rownowagi dynamicznej.



Zgodnie z drugim prawem dynamiki Newtona, liniowe
przyspieszenie ciata sztywnego spowodowane jest dziataniem
niezrownowazonej sity na to ciato:
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W rownowadze, przyspieszenie liniowe wynosi zero, czyli

Jest to pierwszy warunek rownowagi statycznej ciata sztywnego i
wyraza rownowage w ruchu postepowym.

D Fx=0, Y Fy=0, Y Fz=0
I i i



Analogicznie, mozemy stwierdzic, ze przyspieszenie kgtowe ciata
sztywnego wokot ustalonej osi obrotu zostaje spowodowane
dziataniem wypadkowego momentu sit na to ciato:
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W rownowadze przyspieszenie kgtowe wynosi zero - otrzymujemy
warunek rownowagi momentow sit

S i =0
I

Jest to drugi warunek rownowagi statycznej ciata sztywnego |
wyraza rownowage w ruchu obrotowym.

EM,-x =0, ZMfy=0, ZM;_Z:U



Praktycznie, przy stosowaniu warunkéw rownowagi ciata
sztywnego mozemy swobodnie wybrac potozenie osi obrotu i
dowolny punkt jako poczatek uktadu odniesienia.

Wybor uktadu odniesienia jest podyktowany specyfikg problemu
fizycznego, ktory rozwigzujemy.

W jednym uktadzie odniesienia, matematyczna posta¢ warunkéw
rownowagi moze byc¢ dos¢ skomplikowana, podczas gdy w innym
te same warunki mogg miec prostszg posta¢ matematyczna, ktora
jest tatwa do rozwigzania.



Rownowaga statyczna 1 sprezystosc

W wielu sytuacjach rownowagi jedng z sit dziatajgcych na ciato jest
jego ciezar (sita ciezkosci).

Przyjmuje sie ze, srodek ciezkosci jest identyczny ze srodkiem
masy (a niekoniecznie ze srodkiem geometrycznym, nawet dla bryt
regularnych).

Gdy SM znajduje sie poza osig obrotu, to wypadkowy moment sity
ciezkosci dziata na obiekt.

Moment sity ciezkosci jest to moment spowodowany przez ciezar.
Moze on obracac przedmiot, jesli ten nie ma punktu podparcia aby
go zrownowazyc.

Wielkos¢ momentu sity grawitacji zalezy od tego, jak daleko od osi
obrotu znajduje sie SM.
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Na ptaskim podtozu samochod osobowy o rozstawie osi 2,5 m
wywiera na przedniej osi nacisk wynoszacy 52% ciezaru pOJazdu
Gdzie jest potozony SM tego samochodu w stosunku do tylnej 0si?

F, = 0.52w F, = 0,48w




Jednolita drabina od dtugosci | = 5m | ciezarze 400 N opiera sie o
pionowg Sliskg sciane. Kat nachylenia miedzy drabing a szorstkg
podtogg wynosi = 53°. Znajdz sity reakcji podtogi i sciany na drabine
oraz wspotczynnik tarcia statycznego x na styku drabiny z podfoga,
uniemozliwiajgcy poslizg drabiny.
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Model bryly sztywnej to przyktad wyidealizowanego obiektu, ktory
nie ulega deformacji pod wptywem sit zewnetrznych.

Jest on bardzo uzyteczny przy analizie uktadow mechanicznych, a
wiele obiektow fizycznych jest sztywnych w szerokim zakresie
warunkow.

Stopien, w jakim obiekt moze by¢ postrzegany jako sztywny,
zalezy od wtasciwosci fizycznych materiatu, z ktérego zostat
wykonany.



Przejdziemy od sit wptywajgcych na ruch obiektu do tych, ktore
wptywajg na ksztatt obiektu.

Zmiana ksztattu spowodowana dziataniem sity nazywana jest
deformacja (ang. deformation).

Deformacje wywotujg sity zewnetrzne, na przyktad: zgniatania,
Sciskania, (ro)zrywania, skrecania, scinania czy rozciggania.
Dwa terminy opisujg sity dziatajgce na obiekty podlegajgce
deformaciji: naprezenie (ang. stress) i odksztatcenie (ang. strain).



Napre¢zenie, odksztatcenie 1 modut
Sprezystoscl
Naprezenie to wielkoS¢ opisujgca wartosc sit powodujgcych
deformacje.

Jest ono ogolnie definiowane jako sita na jednostke powierzchni.

Kiedy sity oddziatujg na przedmiot i powodujg jego wydtuzenie takie
naprezenie nazywamy naprezeniem rozciggajgcym (ang. tensile
stress).

Kiedy sity powodujg sciskanie przedmiotu, wowczas moéwimy o
naprezeniu sciskajgcym (ang. compressive stress).

Kiedy obiekt jest Sciskany ze wszystkich stron nazywamy to
naprezeniem objetosciowym (ang. bulk stress).

W innych sytuacjach d2|a’fajace sity, nie bedgc ani rozciggajgcymi,
ani sciskajgcymi, wcigz powodujg zauwazalne deformacje.

Gdy sity odksztatcajgce dziatajg stycznie do powierzchni obiektu,
nazywamy je sitami scinajgcymi, a naprezenie, ktore powodujg,
nazywamy naprezeniem scinajgcym (ang. shear stress).
Jednostkg naprezenia w uktadzie Sl jest paskal (Pa). Gdy sita 1 N
naciska na powierzchnie 1 m? naprezenie wynosi 1 Pa:



jeden paskal = 1 Pa = 1N
1 m2

1psi=6895Pa oraz 1Pa=145-10""psi
I atm = 1,013 - 10° Pa = 14,7 psi.



Naprezenie, odksztalcenie 1 modut
sprezystosci

Obiekt lub osrodek pod wptywem naprezania ulega deformacii.
Wielkos¢, ktora opisuje te deformacje, nazywa sie odksztatceniem.
Odksztatcenie podawane jest albo jako:
wzgledna zmiana dtugosci (dla naprezen rozciggajacych),
zmiana objetosci (dla naprezen objetosciowych),
geometrii (dla naprezen scinajgcych).
Odksztatcenie jest wartoscig bezwymiarowa.

odksztatcenie pod wptywem naprezenia rozciggajacego nazywamy
odksztatceniem rozciggajgcym (ang. tensile strain) (lub liniowym),

odksztatcenie pod wptywem naprezenia objetosciowego nazywa sie
odksztatceniem objetosciowym (ang. bulk strain),

spowodowane naprezeniem scinajgcym - odksztatceniem scinajgcym
(ang. shear strain).



Im wieksze naprezenie, tym wieksze odksztatcenie, jednakze zaleznosc¢
miedzy odksztatceniem a naprezeniem nie musi byc¢ liniowa.

Tylko gdy naprezenie jest wystarczajgco mate, odksztatcenie powodowane
naprezeniem pozostaje wprost proporcjonalne do wartosci naprezenia.

Statg proporcjonalnosci w tym stosunku nazywamy modutem sprezystosci
(ang. elastic modulus).

W zakresie liniowej zaleznosci dla matych wartosci naprezen, ogolny
zwigzek miedzy naprezeniem a odksztatceniem to:

naprezenie = (modut sprezystoSci) - (odksztatcenie)



- Modut sprezystosci dla:

naprezenia rozciggajgcego nazywa sie modutem Younga,
naprezenia objetosciowego - modutem Helmholtza (modut sprezystosci
objetosciowej, modut odksztatcalnosci objetosciowej aloo modut

scisliwosci),

naprezenia scinajgcego - modutem Kirchhoffa (modut sprezystosci
poprzecznej, modut odksztatcalnosci postaciowej albo modut scinania).
- Moduty sprezystosci dla roznych materiatow mierzy sie w réznych
warunkach fizycznych (np. zmienna temperatura) i zbiera w tabelach

danych inzynierskich.



Naprezenie i odksztatcenie rozciagajace lub
sciskajace oraz modut Younga
Tak w przypadku rozciggania jak sciskanie definiujemy

naprezenie jako stosunek sity odksztatcajgcej

F
do przekroju poprzecznego odksztatconego obiektu. _
F| N I —
naprezenie rozciagajace = —= &
Odksztatcenie rozciggajgce jest miarg deformacii
obiektu pod wptywem naprezen rozciggajgcych Lo
| definiuje sie je jako wzgledng zmiane dtugosci
obiektu, gdy doswiadcza on naprezenia
ki
rozciggajgcego: ——
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Naprezenie i odksztatcenie rozciagajace lub
sciskajace oraz modut Younga
- Modut Younga jest modutem sprezystosci, gdy

odksztatcenie zostaje spowodowane naprezeniem

F
rozciggajgcym lub sciskajgcym i okresla je rownanie F
7 [ . ;
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Naprezenie sciskajace w kolumnie

Rzezba o ciezarze 10 000 N spoczywa na poziome;
powierzchni u szczytu pionowej kolumny o wysokosci 6
m. Powierzchnia przekroju poprzecznego kolumny
wynosi 0,2 m? i wykonana jest z granitu o gestosci 2700

kg/m3. Oblicz naprezenie $ciskajgce w przekroju

znajdujgcym sie 3 m ponizej gornej czesci kolumny |
wartosci odksztatcenia sciskajgcego gorny 3-metrowy

odcinek kolumny.




Naprezenie i odksztatcenie objetosciowe oraz modut Helmholtza (modut
sprezystosci objetosciowej)
Kiedy zanurzamy sie w wodzie, czujemy site naciskajacg na kazdg czesc
ciata ze wszystkich stron. To, czego doswiadczamy, jest to naprezenie

objetosciowe, czyli cisnienie.

Naprezenie objetosciowe zawsze ma tendencje do zmniejszania objetosci

otoczonej powierzchnig zanurzonego obiektu. Aﬁ ’|: objetos¢ V,
Sity Sciskania zawsze sg prostopadte ‘\ i objetozé
< — Av
do powierzchni zanurzonego obiektu. F N .
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Naprezenie i odksztatcenie objetosciowe oraz modut Helmholtza (modut
sprezystosci objetosciowej)
Efektem ich dziatania jest zmniejszenie objetosci zanurzonego obiektu o
wielkoS¢ w poroéwnaniu z objetoscig obiektu przy braku naprezen

objetosciowych.

Ten rodzaj odksztatcenia nazywa sie odksztatceniem objetosciowym i

okresla go zmiana objetosci w stosunku Aﬁ i: objetos¢ V,,
do pierwotnej objetosci: * objetos¢
o N At N Vo — AV
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Napre¢zenie, odksztatcenie 1 modut
sprezystosci
Naprezenie i odksztatcenie objetosciowe oraz modut Helmholtza (modut
sprezystosci objetosciowej)
Odksztatcenie objetosciowe wynika z naprezenia objetosciowego, czyli
normalnej do powierzchni sity naciskajacej na powierzchnie zanurzonego

obiektu. Ta wielkosc¢ fizyczna oraz ciSnienie sg zdefiniowane jako:

. F|
cisnienie = p = T

Kiedy wzrasta naprezenie objetosciowe, odpowiednio zwieksza sie
odksztatcenie objetosciowe.

Stata proporcjonalnosci w tym stosunku nazywa sie modutem Helmholtza
(inaczej modutem sprezystosci objetosciowej lub modutem
odksztatcalnosci objetosciowe)j):

napr¢zenie objetosciowe Ap Vo

~ odksztalcenie objetosciowe AV Vo - AV




Naprezenie i odksztatcenie objetosciowe oraz modut Helmholtza (modut

sprezystosci objetosciowej)

naprezenie objetoSciowe  Ap Vo

— —_ — — A —]
odksztatcenie objegtoSciowe AV IV, N7

Znak minus wprowadzono dla spojnosci, aby modut byt wielkoscig

dodatnig - wzrost cisnienia o (dodatnia wartos¢) zawsze powoduje spadek
objetosci.
Odwrotnos¢ modutu Helmholtza nazywa sie wspoétczynnikiem sprezystosci

objetosciowej bgdz wspotczynnikiem scisliwosci S

1 AVIV



Naprezenie i odksztatcenie scinajgce oraz modut Kirchhoffa
Koncepcje naprezenia i odksztatcenia scinajgcego dotyczg jedynie ciat
statych.

Budynki i ptyty tektoniczne to przyktady obiektow, narazonych na
naprezenia scinajgce.

Odksztatcenie scinajgce wystepuje, gdy do przeciwlegtych powierzchni

ciata statego przytozone sg stycznie dwie

rownolegte przeciwnie skierowane sity

0 rownej wartosci, nie powodujgce
odksztatcenia w kierunku poprzecznym

do kierunku sity.




Naprezenie i odksztatcenie scinajgce oraz modut Kirchhoffa
Odksztatcenie scinajgce charakteryzuje sie stopniowym przesunieciem
warstw w kierunku stycznym do sit dziatajgcych.

Odksztatcenie scinajgce to stosunek najwiekszego przesuniecia do

poprzecznej odlegtosci:

A
odksztalcenie Scinajace = il
Ly
Odksztatcenie Scinajgce jest spowodowane Ax

naprezeniem scinajgcym — wywotywanym
przez sity rownolegte do powierzchni.
dl

napregzenie Scinajace = e




Naprezenie i odksztatcenie scinajgce oraz modut Kirchhoffa
Modutem Kirchhoffa (inaczej modut Scinania, modut sztywnosci, modut
odksztatcalnosci postaciowej albo modut sprezystosci poprzecznej) jest
stata proporcjonalnosci, okreslona przez stosunek naprezenia do

odksztatcenia, G:

o naprgzenie Scinajace  Fj/A  F Ly
~ odksztatcenie §cinajace  Ax/Lg A Ax

I




Materiat modut Younga £ modut Helmholtza K modut Kirchhoffa G
(- 1019pa) (- 10'0pa) (- 1010py)

Glin 7,0 7,5 2,5
Kosc (rozciaganie) 1,6 0,8 8,0
Kosc (sciskanie) 0,9

Mosiadz 9,0 6,0 3,5
Cegla 1,5

Beton 2,0

Miedz 11,0 14,0 4,4
Szkto (kron) 6,0 5,0 2,5
Granit 4,5 4,5 2,0
Wrtosy (ludzkie) 1,0

Drewno twarde 1.5 1,0
Zelazo 21,0 16,0 7,7
Otow 1,6 4,1 0,6
Marmur 6,0 7,0 2,0




Materiat modut Younga £ modut Helmholtza K modut Kirchhoffa G
(- 1017Pa) (- 10'%pa) (- 10'%Pa)
Etanol 0,09
Gliceryna 0,45
Rtec 2,5
Woda 0,22




Co to znaczy, ze obiekt ma by¢ sprezysty i jak opisujemy jego zachowanie?
Sprezystosc¢ to tendencja ciat statych i materiatéw do powrotu do
pierwotnego ksztattu, gdy sity zewnetrzne powodujgce deformacje przestajg
oddziatywac.

Obiekt jest sprezysty, jesli powraca do pierwotnego rozmiaru i ksztattu, gdy
obcigzenie ustaje.

Fizyczne czynniki powodujgce sprezystosc¢ sg rozne w roznych materiatach
| zalezg od ich mikroskopowej struktury,

sprezystosc polimerow i kauczukow wynika z rozciggania tancuchow
polimerowych pod wptywem dziatajgce;j sity,

sprezystos¢ metali warunkujg zmiany rozmiaru i ksztattu komorek sieci

krystalicznej pod wptywem sit zewnetrznych.



parametry okreslajgce sprezystos¢ kazdego materiatu to: modut

sprezystosci i granica sprezystosci,

duzy modut sprezystosci jest typowy dla materiatow trudnych do
zdeformowania,

maty modut sprezystosci jest typowy dla materiatow tatwo ulegajgcych
deformacji pod wptywem obcigzenia,

jesli naprezenie spowodowane obcigzeniem staje sie zbyt duze, woéwczas
nawet po ustgpieniu obcigzenia materiat nie powraca juz do pierwotnego
ksztattu i wielkosci - ulega trwatemu zdeformowaniu,

granica sprezystosci to taka wartos¢ naprezen, po ktorej przekroczeniu

materiat przestaje by¢ sprezysty i ulega trwatemu zdeformowaniu.
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Dziekuje za uwage!




