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Zmienne opisujace ruch obrotowy

Jednostajny ruch po okregu jest ruchem po okregu ze statg
wartoscig predkosci (szybkoscig).

czgstka poruszajgca sie po okregu,
wektor potozenia czgstki tworzy kat €z osig X,

kat rosnie w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara,
gdy czgstka przesuwa sie po okregu,

kat 8 nazywamy potozeniem kgtowym

czastki.
- W miare przesuwania sie czgstki
po okregu zakresla ona tuk o dtugosci s.
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Zmienne opisujace ruch obrotowy

Zwigzek pomiedzy wartoscig kgta a promieniem okregu i

dtugoscig tuku wyraza sie wzorem: o= 5

>
Kat 6, kgtowe potozenie czgstki, mierzony jest w radianach

(rad). Kat radianéw odpowiada w mierze tukowej kgtowi 360°.
Yi

Nalezy zauwazyc¢, ze kat wyrazony
w radianach jest ilorazem dwoch diugosci, f
a zatem jest wielkoscig bezwymiarowa.
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Zmienne opisujace ruch obrotowy

Katowi 8 mozemy przypisac wektor 6.

Wektor 6 jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny xy.
Wektory potozenia 7 i s dtugosci tuku lezg w ptaszczyznie xy.

4

Te trzy wektory zwigzane sg relacja:

s=0xX7r
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Zmienne opisujgce ruch obrotowy — predkosc¢ katowa

Wartos¢ wektora predkosci kgtowej oznaczamy jako o, jest

szybkoscig zmian kgta 6, gdy czastka porusza sie po tuku.

Chwilowa wartosc¢ predkosci kgtowej

@w = lim E—E
_ﬂr—r{] At N dr

Jednostkg predkosci kgtowej jest radian na sekunde (rad/s).

Predkosc kgtowg mozemy w prosty sposob powigzac z

czestotliwoscig f (wyrazang w obrotach na sekunde - obr/s):

w=2rf



Zmienne opisujgce ruch obrotowy — predkos¢ katowa

zapiszmy s = r6, obliczajgc pochodng po czasie:

d_s_i(re) dr de r@
dr  dt dt "o = s

\O \oo

otrzymujemy rownanie wigzgce predkosc liniowg i kontowg
,\Kierunek ruchu

U= rw
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w = stafa
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Zmienne opisujgce ruch obrotowy — predkosc¢ katowa

Wektor w jest wektorem zwigzanym z predkoscig katowg i jest

skierowany wzdtuz osi obrotu.

Ostatecznie
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Wektor predkosci katowej
wzdtuz osi z
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Obrot w kierunku
przeciwnym do ruchu

wskazéwek zegara



Zmienne opisujace ruch obrotowy — przyspieszenie
katowe

Podobnie jak w ruchu prostoliniowym dobrze jest umiec okresli¢

szybkosc¢ zmian predkosci kgtowej czyli przyspieszenie katowe.

Chwilowe przyspieszenie kgtowe

£ = lim &—m io = d°0
A0 At At d?2

Jednostkg przyspieszenia katowego jest rad/s?.



Zmienne opisujgce ruch obrotowy — przyspieszenie

katowe

k
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(a) Obrot w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazowek zegara,
predkosc katowa rosnie



Zmienne opisujace ruch obrotowy — przyspieszenie
katowe
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Obroty ze stalym przyspieszeniem katowym

Zaleznosé drogi katowej (potozenia katowegdo) od sredniej predkosci katowej 0 = 60y + wt

Zaleznosc predkosci katowe] od statego przyspieszenia katowego Wy = wq + &t

Zaleznosc drogi katowej (potozenia katowego) od poczatkowej predkosci katoweji | 6, = 6y + wgt + %Erz

przyspieszenia katowego



Zmienne katowe a zmienne liniowe

Liniowe  Obrotowe
Potozenie X 0
Predkos¢ v=dx/dt | w=d0O/dt
Przyspieszenie | a = dv/dt | € = dw/dt



Zmienne katowe a zmienne liniowe




Zmienne katowe a zmienne liniowe

— — —
a=aqg+ as

i|= /A




Ruch obrotowy

Zmienne katowe a zmienne liniowe

Ruch obrotowy Ruch postepowy
Oy =0y + ot X = xqp + Ut
Wi = wq + €t vx = Ug + at

Ruch obrotowy

Ruch postepowy

Ok = 6y + wpt + %EIZ

Xk = Xp +upl + %ﬂfz

Ruch postepowy Zwigzek pomiedzy wielkosciami (r = promien okregu)

w? = wi + 2e(A0)

2 _ .2
Uy = Uy

+2a(Ax)

0 s 0 = sir

) v w = vlr

€ ag £ = aglr
aq ag = v*Ir



Energia kinetyczna ruchu obrotowego

- Podobnie jak w ruchu postepowym - dowolne obracajgce sie ciato ma
energie kinetyczna.

- Analogia nie jest petna poniewaz w czasie wykonywania obrotu kazdy
punkt ciata ma inng predkosc liniowa.

- W celu wyznaczenia energii kinetycznej ruchu obrotowego mozemy
postuzy¢ sie predkoscig katowa, ktéra ma takg samg wartosc¢ dla
kazdego punktu obracajgcego sie ciata.

| | 1

Ey = Emu Em(«j::.w*}2 = E(J\'ﬁﬂ.ﬂ'2 )m2



Ruch obrotowy

Dotychczas zajmowalismy sie gtownie ruchem ciata (punktu

materialnego), teraz zajmiemy ruchem ciata rozciggtego — bryty sztywne;j.

Bryta sztywng nazywamy takie ciato, w ktorym
odlegtosci pomiedzy poszczegolnymi jego
elementami nie zmieniajq sie, niezaleznie od
dziatajacych sit.

Jezeli bryla sztywna wiruje wokot osi obrotu, to
predkosc¢ katowa i przyspieszenie katowe
wszystkich jej elementow sg jednakowe.




Bryla sztywna (ciato sztywne)

Jak to
dobrze, Ze wszystkie
elementy bryly majq te same

predkosci kqtowe i
przyspieszenia kqtowe! (w tej
samej chwili czasu). Moge za

ich pomocq opisac ruch
obrotowy bryly sztywnej jako
calosci.

0S$ obrotu

/.

/_\/.bryla sztywna

odleglosci migdzy dowolnymi
elementami bryly pozostaja
stale w czasie ruchu

e clementy bryly zakreslaja okrggi

v predkos¢ katowa ruchu
(D//”". obrotowego bryly

8\. przyspieszenie katowe ruchu

obrotowego bryly



Energia kinetyczna ruchu obrotowego

wroc¢my do energii kinetycznej 1
Ey = —(Jw'f;"u*'z)«:e;t2

2
podzielmy teraz obracajgcg sie bryte sztywng (ciato) na duzg liczbe
matych fragmentéw, kazdy o masie m; i odlegtosci r; od osi obrotu.
Kazdy z fragmentow bedzie miat predkosc v;,
mase catego ciata mozna teraz zapisac jako M = ;; m;
energie kinetyczng obracajgcej sie bryly mozna teraz zapisac jako

sume energii kinetycznych wszystkich jej fragmentow:
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Energia kinetyczna ruchu obrotowego

- Moment bezwitadnosci
- poniewaz w; = w

1 2
Ey = 2(; m_,r%)m

- jesli porownamy to wyrazenie do wyrazenia na energie kinetyczng

ruchu postepowego, to zauwazymy, ze Z; mﬁ‘? jest odpowiednikiem
masy w rownaniu na energie kinetyczng ruchu postepowego,

wielkos¢ tg nazywamy momentem bezwitadnosci (ang. moment of

inertia), a jej jednostka jest kg m2:

_ 2
=2, mr;
7



Moment bezwladnosci

0% obrotu .\
I

/.———.\\/ element bryly o masie Am; odlegly o r; od osi obrotu

Am,

moment bezwladnosci ciala

2] wzgledem zadanej osi obrotu
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dodajemy do siebie skltadniki pochodzace /

\ od wszystkich elementow bryly

W ruchu obrotowym moment bezwladnosci oderywa takq role jak masa ciata w

ruchu postepowvm, ale nalezy pamietac o tvm, iZ2 moment bezwladnosci dla jednej
i tej samej brvly mozZe byé bardzo roZny w zaleznosci od polozZenia osi obrotu.




Moment bezwladnosci
_ 2
I=2 mr;
J

-  Moment bezwtadnosci jest ilosciowg miarg bezwtadnosci obrotowej

(podobnie jak w ruchu postepowym masa).

- Im wieksza wartos¢ momentu bezwtadnosci bryty sztywnej lub uktadu
czagstek, tym bardziej ciato to przeciwstawia sie zmianie predkosci
katowej w jego obrocie wokot statej osi.

- Energie kinetyczng w ruchu obrotowym zapisa¢ wiec mozemy jako

1 5
E, = —1
k =5l



Moment bezwiadnosci punktu materialnego

I
| =mr? &Ij

__________

wielkoS¢ charakterystyczna dla
danego ciata i okreslonej osi obrotu



Moment bezwtadnosci uktadu czastek

Os obrotu

Szesc¢ matych nakretek umieszczono na precie o pomijalnej masie i o dtugosci

0,5 m, masa kazdej z nakretek wynosita 20 g.

a. Jaki jest moment bezwtadnosci uktadu nakretek?

b. Jezeli usuniemy dwie nakretki lezgce najblizej osi obrotu, to jaki bedzie
moment bezwtadnosci uktadu pozostatych nakretek?

c. Jezeli uktad szesciu nakretek obraca sie z czestotliwoscig 5 obr/s, to jaka jest

jego energia kinetyczna?



Moment bezwtadnosci — przyktady

I=$M(R,® + Ry?) I= iMR* + s ML*

I= MR?

[=iMR? I= 2MR? I=5M(a? + b?)

I=‘MR?



Moment bezwtadnosci — przyktady

Typowy maty helikopter ratunkowy ma cztery topaty wirnika: kazda ma
dtugos¢ 4 m i mase m = 50 kg. Lopaty mozna rozpatrywac jako cienkie
prety, ktore obracajg sie wokot jednego z koncow, wokot osi prostopadtej
do ich dtugosci. Catkowita masa zatadowanego helikoptera wynosi M =
1000 Kkg.
a. Oblicz energie kinetyczng ruchu obrotowego topat wirnika, jesli ich
predkos¢ obrotowa wynosi 300 obr/min.
b. Oblicz energie kinetyczng ruchu postepowego helikoptera, gdy leci on z
predkoscig 20 m/s, i poréwnaj jg z energig kinetyczng ruchu
obrotowego topat.
Widok z gory




Moment bezwtadnosci — przyktady

wartos¢ momentu bezwtadnosci bedzie zalezata od wyboru osi, czyli od
rozktadu masy wzgledem osi,

wezmy sztange i obliczmy moment bezwtadnosci wzgledem dwoch
réznych osi
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Moment bezwtadnosci - ciato ciggte

I = Emfr? zmienia si¢ w rOwnanie [ = [rzdm.
i




Twierdzenie Steinera

Moment bezwltadnosci wzgledem osi rownolegtej do osi przechodzacej
przez srodek masy jest sumg momentu bezwtadnosci wzgledem osi
przechodzgcej przez srodek masy oraz iloczynu masy i kwadratu

odlegtosci pomiedzy osiami:

Lo réwnoleglta = £$rodek

2

os obrotu () przechodzaca
02' |O | przez srodek masy ciata

il
o$ obrotu rownolegla :

/.masa clala

do os1 (O, ' |
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\. moment bezwladnosci
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moment bezwladnosci

odleglo$¢ pomigdzy / wzgledem osi O,

osiami obrotu



Dziekuje za uwage!




